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Le but de ce développement est de montrer le théoréme suivant :
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Preuve : Soit B = (eq,...,e,) la base canonique de C", J la matrice de I'unique endomorphisme

qui a e; associe a e;_1 si ¢ > 2 et qui associe e; a e,. On a
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donc en notant A la matrice dont on cherche le déterminant, on a A = Z apJ*.
k=0

Diagonalisons A en diagonalisant .J.

n—1

Comme A = P(J) avec P = Zaka, si Q € C[X] tel que @ # 0 et deg@ < n, Q(J) # 0 (par
=0

lecture des coefficients sur la matrice).



Donc le polynéme minimal de J vérifie degm; > n. Or, J* — I,, = 0 donc 7; = X" — 1.
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Or, m; divise le polynome caractéristique y,; de J donc x; = X" — 1= J[(X - wh).
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Donc J est diagonalisable et il existe @) € GL,(C) telle que
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Application. Soit P un polygone du plan complexe dont les sommets sont {z1,...,2,}. On
définit par récurrence la suite de polygone (Py)ren avec Py = P et pour tout k € N, les sommets
de Pyyq1 sont les milieux des arétes de Py.
La suite (Py) converge vers l'isobarycentre de {z,...,z,}.
Preuve :
Etape 1 : Montrons la convergence de la suite (P;)
4
On représente le polygone P par le vecteur Z;, = | : |, la relation de récurrence s’écrit alors
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Ainsi, on a Vk € N, Z,, = A¥Z,. 11 suffit de montrer que la suite (A*) converge pour n’importe quelle
norme. On a
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Par calcul du déterminant circulant, on a

xa(X) :j:ﬁ: (X . 1+2°"j>

2



Puisque les HT“ sont distincts deux a deux, y 4 est scindé a racines simples donc A est diagonalisable.

Il existe Q@ € GL,(C) tel que A = QDQ™! avec D = diag(X, ..., \,_1) avec pour tout j € [0,n —
1+

1 =5

Or, Vj € [1,n — 1],

Ainsi, pour tout j € [0,n — 1], A} = 0.
—+00

Par conséquent, la suite (A¥) converge vers B := Qdiag(1,0,...,0)Q L.
Posons Z,, = BZy, on a Z, ﬁ Zso (on a Zy = AZ,,). Or, espace propre associé a 1 contient
—+00
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= | cos (%) <1

1
le vecteur | : [ et est de dimension 1 (car x4 possede n racines distinctes).
1
1
Donc il existe a € C tel que Zo, = a | : | c’est-a-dire (P;) converge vers a.
1

Etape 2 : Montrons que la limite est l’isobarycentre de P

Montrons que les P, ont méme isobarycentre.
Soit g 'isobarycentre de Py, on a pour k € N,

| A - AR i J
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Ainsi, par continuité de la fonction qui & n points du plan associe son isobarycentre, (gx) converge
vers l'isobarycentre du polygone {a,...,a} qui est a. O
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