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Le but de ce développement est de montrer le théorème suivant :

Théorème. Soit a0, . . . , an−1 ∈ Cn et ω = ei 2iπ
n , alors∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a0 a1 . . . an−1

an−1 a0
. . . an−2

... . . . ...
a1 a2 . . . a0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

n−1∏
j=0

n−1∑
k=0

akwjk

Preuve : Soit B = (e1, . . . , en) la base canonique de Cn, J la matrice de l’unique endomorphisme
qui à ei associe à ei−1 si i ≥ 2 et qui associe e1 à en. On a

J =


0 1 (0)
... . . . . . .

0 . . . 1
1 0 . . . 0

 et ∀k ∈ N, Jk =



0
0 apparait k fois︷︸︸︷. . . 0 1 0 . . . 0

... . . . ...

... . . . 0
0 1
1 (0)

. . .
(0) 1



donc en notant A la matrice dont on cherche le déterminant, on a A =
n−1∑
k=0

akJk.

Diagonalisons A en diagonalisant J .

Comme A = P (J) avec P =
n−1∑
i=0

akXk, si Q ∈ C[X] tel que Q ̸= 0 et deg Q < n, Q(J) ̸= 0 (par

lecture des coefficients sur la matrice).
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Donc le polynôme minimal de J vérifie deg πJ ≥ n. Or, Jn − In = 0 donc πJ = Xn − 1.

Or, πJ divise le polynôme caractéristique χJ de J donc χJ = Xn − 1 =
n−1∏
k=0

(X − ωk).

Donc J est diagonalisable et il existe Q ∈ GLn(C) telle que

Q−1JQ =


1 (0)

ω
. . .

(0) ωn−1



D’où Q−1JQ = P (Q−1JQ) =


P (1) (0)

P (ω)
. . .

(0) P (ωn−1)

.

D’où
det(A) =

n−1∏
i=0

P (ωi) =
n−1∏
i=0

(
n−1∑
k=0

akωjk

)
□

Application. Soit P un polygone du plan complexe dont les sommets sont {z1, . . . , zn}. On
définit par récurrence la suite de polygone (Pk)k∈N avec P0 = P et pour tout k ∈ N, les sommets
de Pk+1 sont les milieux des arêtes de Pk.
La suite (Pk) converge vers l’isobarycentre de {z1, . . . , zn}.

Preuve :

Étape 1 : Montrons la convergence de la suite (Pk)

On représente le polygone Pk par le vecteur Zk =


zk

1
...

zk
n

, la relation de récurrence s’écrit alors

Zk+1 =


zk

1 +zk
2

2...
zk

n+zk
1

2

 = AZn avec A =



1
2

1
2 0 . . . 0

0 . . . . . . . . . ...
... . . . . . . . . . 0
0 . . . 1

2
1
2 0 . . . 0 1

2


et Z0 =


z1
...

zn

.

Ainsi, on a ∀k ∈ N, Zk = AkZ0. Il suffit de montrer que la suite (Ak) converge pour n’importe quelle
norme. On a

χA(X) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

X − 1
2 −1

2 0 . . . 0
0 . . . . . . . . . ...
... . . . . . . . . . 0
0 . . . −1

2
−1

2 0 . . . 0 X − 1
2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Par calcul du déterminant circulant, on a

χA(X) =
n−1∏
j=0

(
X − 1 + ωj

2

)
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Puisque les 1+ωj

2 sont distincts deux à deux, χA est scindé à racines simples donc A est diagonalisable.
Il existe Q ∈ GLn(C) tel que A = QDQ−1 avec D = diag(λ0, . . . , λn−1) avec pour tout j ∈ [[0, n −

1]], λj = 1 + ωj

2
.

Or, ∀j ∈ [[1, n − 1]],
∣∣∣1+ωj

2

∣∣∣ =
∣∣∣∣e ijπ

2 e
ijπ

2 +e
−ijπ

2
2

∣∣∣∣ = | cos
(

jπ
n

)
< 1.

Ainsi, pour tout j ∈ [[0, n − 1]], λk
j −−−−→

k→+∞
0.

Par conséquent, la suite (Ak) converge vers B := Qdiag(1, 0, . . . , 0)Q−1.
Posons Z∞ = BZ0, on a Zk −−−−→

k→+∞
Z∞ (on a Z∞ = AZ∞). Or, l’espace propre associé à 1 contient

le vecteur


1
...
1

 et est de dimension 1 (car χA possède n racines distinctes).

Donc il existe a ∈ C tel que Z∞ = a


1
...
1

 c’est-à-dire (Pk) converge vers a.

Étape 2 : Montrons que la limite est l’isobarycentre de P

Montrons que les Pk ont même isobarycentre.
Soit gk l’isobarycentre de Pk, on a pour k ∈ N,

gk+1 = 1
n

n∑
i=1

zk+1
i = 1

n

(
n−1∑
i=1

zk
i + zk+1

i

2
+ zk

n + zk+1
1

2

)
= 1

n

n∑
i=1

zk
i = gk

Ainsi, par continuité de la fonction qui à n points du plan associe son isobarycentre, (gk) converge
vers l’isobarycentre du polygone {a, . . . , a} qui est a. □
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